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З урахуванням реального харак-
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С учетом реального характе-
ра распределений граничных условий 
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решений конечно-разностных форм 
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1. Введение
Исследования относятся к области горячей и хо-
лодной прокатки относительно тонких лент и полос, 
в рамках которой одним из актуальних является во-
прос прогнозирования напряжений и деформаций по 
боковым кромкам. Соответствующие решения приме-
нительно к осевой зоне на основе численных конечно-
разностных подходов получены в работах [1–3] и друп-
гих. Вместе с тем, специфика исходных предпосылок 
и распределений граничных условий именно по кром-
кам существенно видоизменяет схему напряженно-
деформированного состояния металла, что требует 
их учета с точки зрения расчета энергосиловых пара-
метров и прогнозирования степени использования 
запаса пластичности.
Процессы горячей и холодной прокатки относи-
тельного тонких лент и полос характеризуются повы-
шенной степенью влияния прикромочного эффекта, 
определяющего величину уширения, уровень энерго-
силовых параметров и степень запаса пластичности 
прокатываемого металла [4, 5].
Количественно влияние прикромочного эффекта, 
следуя рекомендациям работы [4], может быть опре-
делено на основе расчета зоны предпочтительного 
уширения протяженностью Bшxi2 , вытекающей из 
условия равенства нормальных контактных напряже-
ний pxi2, полученных в результате численного рекур-
рентного решения выделенных элементарных объемов 
при разбиении зоны пластического формоизменения 
вдоль оси Х, то есть вдоль оси прокатки (рис. 1, а, б) 
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формации вдоль оси Z, то есть поперек оси прокат-




б                                              в
Рис. 1. Расчетные схемы интегрального очага деформации 
процесса прокатки относительно тонких лент и полос (а), 
а также выделенных i-ых и ji-ых элементарных объемов, 
полученных при разбиении зоны пластического формоиз-
менения металла по ее длине (б) и ширине (в).
Так, рассматривая конечное граничное сечение вы-
деленного i-го элементарного объема (см. рис. 1, а, б) 
и осуществив его разбиение по текущему значению 
ширины прокатываемой заготовки Bxi2 (см. рис. 1, в) 
на ij-ые элементарные объемы конечно-разностную 
форму условия статического равновесия для каждого 
из них, по аналогии с методикой работы [1], можно за-
писать как
V C? :<
     (1)
где σ σxzi j xzi j2 1 2 2,  – нормальные осевые напряжения, 
действующие по оси Z в начальном a*e* (здесь и далее 
последний цифровой индекс 1) и конечном c*d* (по-
следний цифровой индекс 2) граничных сечениях вы-
деленного i,j-го элементарного объема (см. рис. 1, в), 
положительные значения которых соответствуют на-
пряжениям сжатия;
τ τ τ τxz i j xz i j xz i j xz i j1 2 1 1 2 2 2 2 1 2 2 2, , , – текущие значения каса
тельных контактных напряжений, действующих на 
прокатываемую заготовку со стороны нижнего (пер-
вый цифровой индекс 1) и верхнего (первый цифровой 
индекс 2) рабочих валков в начальном и конечном гра-
ничных сечениях;
∆Z B kxi i2 2= / – шаг разбиения ширины прокаты-
ваемой заготовки в ее i-ом поперечном сечении, опрео-
деляемый заданным значением k общего числа данных 
разбиений (см. рис. 1, в).
С учетом полной формы записи условия пластич-
ности [6] и аналитических описаний касательных кон-
тактных напряжений в виде τ µxz x xzK= 2 , являю-
щихся более приемлемыми по отношению к условиям 
реализации процесса горячей прокатки, уравнение (1) 
можно преобразовать как
σ µ µxzi j xzi j xi xz i j xz i j xip K h2 1 2 2 2 1 2 2 2 2 2 2 24− + − +( ) +( )
    (2)
+ + + + =2 2 02 1 2 1 1 2 2 2 2 1 2 2 2 2K Zxi xz i j xz i j xz i j xz i j xi( ) / ,µ µ µ µ ∆
 
где Pxzi2j2– текущие по ширине значения нормаль-
ных контактных напряжений, имеющие место в i-ом 
поперечном сечении прокатываемой заготовки и в 
конечном граничном сечении c*d* выделенного ij-го 
элементарного объема металла (см. рис. 1, в);
 2Kxi2– текущие по длине зоны пластического фор-
моизменения значения удвоенного сопротивления 
сдвигу прокатываемого металла, определяемые в за-
висимости от текущих значений степени, скорости и 
температуры деформации на основе, например, мето-
дик работы [1];
 µxz1i2j1, µxz2i2j1, µxz2i2j2– текущие по длине и шири-
не очага деформации значения коэффициентов пла-
стического трения, действующие в соответствующих 
граничных условиях со стороны нижнего и верхнего 
рабочих валков.
Учитывая принятую рекуррентную схему реше-
ния, согласно которой нормальные осевые напряже-
ния  σxzi2j1 являются известными из результатов рас-
чета предыдущего i(j-1)-го элементарного объема, то 
есть  σxzi2j1= σxzi2(j-1)2, уравнение (2) содержит только 
одну неизвестную величину нормальных контактных 
напряжений Pxzi2j2, по отношению к которой, а вместе с 
этим и по отношению к нормальным осевым напряже-
ниям σxzi2j2 в окончательном виде имеем:
p K hxzi j xzi j xi xz i j xz i j xi2 2 2 1 2 1 2 2 2 2 2
2
24= + − +( ) +{ σ µ µ( )
(3)+ + + + }2 22 1 2 1 1 2 2 2 2 1 2 2 2 2 2K Z hxi xz i j xz i j xz i j xz i j xi xi( ) / ( );µ µ µ µ ∆
σ µ µxzi j xzi j xi xz i j xz i jp K2 2 2 2 2 1 2 2 2 2 2 24= − − +( ) .         (4)
В случае использования аналитических описаний 
касательных контактных напряжений в виде закона 
Амонтона-Кулона  τxz=Pxzfxz, являющимся более при-
емлемым по отношению к условиям реализации про-
цессов холодной прокатки [4], уравнения аналогичные 




K h p f f
hxzi j
xzi j xi xi xzi j xz i j xz i j
i
2 2
1 1 2 2 2 1 1 2 1 1 2 22 2
2
=
+ + +( ) ( )σ
2 1 2 1 1 2 2 2− +( )
;
f f zxz i j xz i j i∆
σxzi j xzi j xip K2 2 2 2 22= − .                           (6)
В качестве направления рекуррентной схемы реше-
ния использовали направление от кромок прокатыва-
емых лент и полос к их середине, то есть направление, 
соответствующее оси z, имеющей свое начало по кром-
кам и являющейся перпендикулярной оси прокатки 
(см. рис. 1, в). С учетом этого, а также следуя техноло-
гическим особенностям рассматриваемых процессов 
прокатки и используемой схеме разбиения, начальные 
условия при расчете первого j=1 и условия связи при 
переходе от расчета j-го к расчету (j+i) элементарных 
объемов соответствовали:
Z p K
xi j xzi j xi xzi j xi xzij j j2 1 2 1 2 2 1 2 21 1 1
0 0 0 0 2
= = =




∆ ∆Z B k Z Z Zxi xi xi j xi j xi2 2 2 2 2 1 22= = +/ ( ); ;            (8)
Z Z p pxi j xi j xzi j xzi j xzi j xzi j2 1 1 2 2 2 1 1 2 2 2 1 1 2 2( ) ( ) ( ); ; .+ + += = =σ σ       (9)
Собственно само численное рекуррентное решение 
вследствие симметрии поперечных i-ых сечений очага 
деформации производили только для одной из кромок 
(см. рис. 1, в), завершая его по мере выполнения усло-
вия 
p pxzi j xi2 2 2≥ ,                                 (10)
где pxi2 – текущее значение нормальных контакт-
ных напряжений, предоставляемое численной одно-
мерной математической моделью (см. рис. 1) [1].
При этом геометрическая координата  Zxi2j2 , соот-
ветствующая началу выполнения условия (10), при-
нята за протяженность зоны повышенного уширения 
Bшxi2  для каждой из кромок. С учетом количествен-
ной оценки порядкового номера j-го элементарного се-
чения σ σ1 2 2 1 1xi xzi j j= − = , для которого выполняется соот
ношение (10), определили также и среднеинтегральное 
значение нормальных контактных напряжений pxi2c 
для всего i-го поперечного сечения зоны пластическо-
го формоизменения металла:
(11)p p p Z p B Bxi c xzi j xzi j
j
k
xi xi xi xi2 2 1 2 2
1
2 2 2 22 0 5 2= + + −

=





знание которого необходимо для последующего чис-
ленного интегрирования по длине всего очага де-
формации, то есть по i-ой процедуре решения [1] и 
определения интегральной величины силы прокатки 
с учетом наличия прикромочного эффекта. Помимо 
напряженного состояния, наличие прикромочного эф-
фекта было учтено и с точки зрения количественной 
оценки степени использования запаса пластичности 
прокатываемого металла. В частности, следуя мето-
дике В. А. Огородникова [5] cоответствующую схему 
решения по отношению к боковым кромкам прока-
тываемых лент и полос можно представить в виде 
следующей алгоритмической последовательности от-
дельных операций:
· определение главных напряжений, действующих 
в конечном граничном сечении ае (см. рис. 1, б) выде-
ленного ij–го элементарного объема, размещенного на 
кромках прокатываемых лент и полос (j=1)
σ σ1 2 2 1 1xi xzi j j
= −
= ; σ2 2 0 0xi = , ; 





· расчет согласно Г. А. Смирнову-Аляеву [5] теку-
щего значения ηxi2 и приращения ∆ηxi  показателя на-
пряженного состояния металла в рамках данного вы-
деленного ij–го элементарного объема
 ηxi2 = + +3 1 2 2 2 1 2 3 2( ) ( )σ σ σ σxi xi xi xi ;             (13)
 
∆η η η η ηxi xi xi xi x i= − = − −2 1 2 1 2( )                    (14)
· определение текущих значений главных лога-
рифмических деформаций  ε1xi2,ε2xji2,ε3xi2, их интенсив-
ности εиix2 и ее приращения ∆ε1 
 
ix2 в рамках рассма-
триваемого ij–го элементарного объема 
′ =ε1 2 0 2xi xih hln( / ) ; ′ =ε2 2 0 0xi , ; ′ = − ′ε ε3 2 1 2xi xi ;       (15)
εuix2 = =( / ) ( / )ln( / )/2 3 2 31 2 1 2ε xi xi xih h ;
                             (16)
· непосредственный расчет текущих ψxi2 и резуль-
тирующих ψlзначений показателя степени использова-





xi i n ,                                   (18)
где aψ=0,215 – коэффициент регрессии аппрокси-
мации функциональной связи, определяемой направ-
лением деформирования;
ε*ирxi2 - предельное с точки зрения разрушения 
прокатываемого металла текущее значение интенсив-
ности главных логарифмических деформаций, опреде-
ляемое с использованием соответствующих диаграмм 
пластичности εир=F(η) [5] при их корректировке, обе-
спечивающей учет объемного характера напряженного 
состояния металла и температурно-скоростных усло-
вий реализации процесса прокатки.
Как показала количественная оценка результатов 
численной реализации полученных теоретических ре-
шений степень уточнения по интегральным характе-
ристикам напряженного состояния металла, находит-
ся в диапазоне 3…15 (%), большие значения которого 
соответствуют условиям реализации процесса про-
катки более узких лент и полос. Следует отметить, что 
наряду со снижением силы прокатки учет прикромоче-
ного эффекта обуславливает снижение коэффициента 
напряженного состояния и, как следствие, повышение 
степени использования запаса пластичности прокаты-
ваемого металла. При этом по отношению к централь-
ным участкам интенсивность данного повышения на 
кромках может достигать 10…20 (%), где большие 
xi uxi2a arctg( / )i
*uxi2xi
xi2 0 uxi2 upxi2
i 1 uxi2 xi uxi2
1 a arctg /




   ε∆ηψ =ψ + + ∆ε ε  ∆ε + ∆η ∆ε   ∑
uxi2 uxi2 uxi1;∆ε = ε − ε
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значения указанного диапазона соответствуют боль-
шей относительной протяженности очага деформации 
и более высоким количественным оценкам коэффи-
циентов внешнего контактного трения. Отмеченное 
свидетельствует о необходимости расчета показателей 
степени использования запаса пластичности именно по 
кромкам прокатываемых лент и полос.
Выводы
На основе численного решения конечно-разност-
ной условия статического равновесия выделенных 
элементарных объемов, полученных путем разбиения 
очага деформации по его длине и ширине, уточнены 
математические модели напряженно-деформирован-
ного состояния и степени использования запаса пла-
стичности металла относительно тонких лент и полос 
при их горячей и холодной прокатке. Показано, что 
учет прикромочного эффекта приводит к снижению 
расчетных показателей энергосиловых параметров на 
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